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Esempio 1 : Sia(v,,..., vph) una base di E. Si scelga come insieme E*
I'insieme di tutti i vettori v = Z Ajvj in cui la prima coordinata non nulla A4
sia positiva.

Osservazione. Un ordinamento E* definisce su E una relazione d'ordine
totale , non appena si ponga v; 2v, se e solosev; -v,€ E* oppurev; =v,.
Tale relazione e compatibile con la somma e con il prodotto esterno per
scalari positivi. Inversamente, ogni relazione d'ordine totale su E, che sia
compatibile con la somma e con il prodotto per scalari positivi, definisce un
ordinamento suE, quandosiponga Ef={ve E|v>0}

Definizione 2. Un sottoinsieme ®* di @ si dice sistema positivo se
®+=® NE+, per qualche ordinamento di E .

Definizione 3. Un sottoinsieme IT di @ si dice sistema fondamentale
se :

i) II é linearmente indipendente

ii) ogni radice di @ si puo esprimere come combinazione lineare di radici

appartenenti a Il , con coefficienti o tutti non-negativi o tutti non-positivi.

(Dunque, in particolare, un sistema fondamentale € una base di E, contenuta
in ®.)

Notazione . Se ®* ¢ un sistema positivo contenuto in @, denotiamo con &~
I'insieme -®+ delle radici 'negative' , cioé opposte delle radici appartenenti
a @+ . Ovviamente , in forza del punto iii) dellaDef. 1 , ® = O+ U D-.

A

Lemma 1. Se Il e un sistema fondamentale contenuto in @, vi € un
unico sistema positivo @ + che contiene IT.

‘Dim. Sia E* I'ordinamento di E considerato nell'Esempio 1., avendo assunto
IT = (vy,...,vp).Evidentemente, IIC E,equindillc ®+=® N E*. D'altra
parte, se Il & contenuto in un sistema positivo @+, relativo a un certo
ordinamento di E, ®* € univocamente determinato da IT. Infatti &+ non puo
che consistere delle radici a = Z Ajmj, ;;€I1, conAj= 0.

Teorema 1 (esistenza di sistemi fondamentali) . Ogni sistema
positivo @ *+ contiene un sistema fondamentale .

Dim. Sia ®+* un sistema positivo contenuto in ®; sia IT un sottoinsieme di
@+, tale che ogni radice di ®+ sia combinazione lineare di radici di IT con
coefficienti non-negativi; e sia IT minimale rispetto a tale proprieta. (Un
siffatto II certamente esiste, poiché lo stesso ®+* soddisfa la prima
condizione.) Per provare che Il ¢ un sistema fondamentale, bastera

provare che II é linearmente indipendente. A tale scopo, otteniamo
dapprima un risultato di per sé interessante ; mostriamo cioé che :
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(*) per ogni coppia di radici distinte o , B appartenentiall¢ (a,f) = O.

Supponiamo che sia (o, ) > 0. Allora ra(f) = f-ca ,conc > 0.Se ro(B)
appartenesse a @+, sarebbe r,(B) = Z Ajnij, ;;€Il, conAjz 0, cioe B =

+ 2 Ajw; , e il coefficiente di B nel secondo membro dovrebbe essere minore
di 1 (altrimenti sarebbe 0 = ca + 2 Ajnj- p € E+, il che ¢ impossibile) . Ma
allora B sarebbe combinazione lineare con coefficienti non-negativi delle
restanti radici di IT , contro la scelta minimale di II . Se invece rqy(pB)
appartenesse a @, sarebbe -ro(B) = Z A, wi€Il,conAj=0, cioé ca =

B + X Ajmj , e il coefficiente di o nel secondo membro dovrebbe essere
minore di ¢ . Pertanto o sarebbe combinazione lineare con coefficienti
non-negativi delle restanti radici di IT , ancora contro la scelta minimale di
IT.

Consideriamo ora una relazione lineare fra gli elementi di II . Essa si potra
scrivere nella forma : X cjaj = 2 djfj=p,concij=20,dj=0, eqj, Bj elementi
adue aduedistintidiIl. Allorae Os(p,p) = Zl,] (aj, Bj) cidj s O (in
forza di (*)) . Cio implica p = 0, cioe , essendo o, Bi€ E*, ¢cj=dj =0, per
ogni i.

Teorema 2 . Ogni sistema positivo contiene un solo sistema fondamentale .

Dim. Supponiamo che il sistema positivo ®+ contenga due sistemi
fondamentaliIl = foy,...,on}, II'= {B1,...,Pn}. Allora: o = ZjcijPBj,

Bi = Zj djjaj,concjj=0,djjz0, e (cij) , (dij) matrici una inversa dell'altra .
Pertanto, per ogni k = i, & 2 1, Cjm dmk = O . D'altra parte, per ciascun i esiste
un j tale che cjj = O . Ne segue , per ogni k= i, djk = 0, e quindi djj= 0. Cio a
sua volta implica per ogni k = j , essendo X r djr crk = 0, cjk = O . Dunque
ogni riga di (cjj) contiene un solo elemento non nullo, ovvero, essendo (cjj)
‘non-singolare, (cjj) € una matrice monomiale. A meno di un riordinamento
degli elementi di IT', si pud quindi supporre che (cjj) sia diagonale , cosi
cheperognii=1,...,n siha aj = ¢jfj, con cji> 0. Segue cjj= 1, ovvero

aj = Bi-

Corollario 1. La corrispondenza che associa ad ogni sistema fondamentale
il sistema positivo che lo contiene realizza una bijezione fra l'insieme dei
sistemi fondamentali e I'insieme dei sistemi positivi .

Dim. L al, eTeoremile?2.

Vogliamo ora dare, del teorema di unicita precedente (Teorema 2) , una
dimostrazione \alternativa , che fornisce ad un tempo una caratterizzazione
intrinseca del sistema fondamentale II contenuto in un assegnato sistema
\

. Y. .
positivo &+ : .
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Teorema 3 . IT é il sottoinsieme di ®* che consiste delle radici
"indecomponibili" , cioé delle radici che non si possono esprimere come

somma di due radicidi @ +.

Dim. Sia Il = {m;,...,nn}, esisupponga,ades.,®m = a+f, a =2 qjIy ,
B =X djm; appartenenti a ®+ . Allora ®n; = 2 cjnj+ 2 djmj, e poiche IT &
linearmente indipendente, segue cj+ dj=0,cioéci=dij=0,peri>1,ec; +
d, = 1. D'altronde ¢ anche a =c¢;m;, B =dym; ,dacui ¢;=d; =1 ., contro
quanto appena ottenuto .

Si suppongaora o € ®+-II. Allora a = Zcjwj,con cjz0,eda 0 < (a, a)
= (o, Zcimj) = 2Zcj(a, m) segue che, per qualche i, (o, ®j) & maggiore di
zero. Poiché a ¢ I1, a emj sono indipendenti, e pertanto, in forza di 3.
Lemma 1, a - & € una radice (ovviamente positiva , poiche almeno uno , e
quindi tutti i coefficienti nell'espressione o - nj = 2 Cj7j - M sono positivi)
.Si conclude che o =m + (a - ®j) €& "decomponibile" .

Scegliamo ora un sistema fondamentale IT , e denotiamo con @+ il sistema

positivo che contiene Il , ritenendoli fissati una volta per tutti negli
enunciati che seguiranno .

Osserviamo innanzitutto che i Teoremi 2 e 3 , e le loro dimostrazioni ,
contengono risultati e implicano conseguenze notevoli , che conviene
enunciare in Corollari indipendenti :

Corollario 2 .

i) per ogni coppia di radici distinte a, p appartenentia Il ¢ (a, B) = O.
ii) perogni a € ®@+-II , esiste aj € IT tale che sia (a, mj) > 0, e quindi
a-nwji € P*.

Dim. i) : Si & provato l'asserto per il sistema fondamentale considerato

nella dimostrazione del Teorema 1, e dunque per ogni sistema fondamentale.
ii) : Cfr. la dimostrazione del Teorema 2 .

Corollario 3. Ogni radice a € ®+* si puo esprimere nella forma o = m; +
+ ¢ (i € I, non necessariamente distinte) , in modo tale che , per

ogni s = t, la somma parziale &; + ... + ag sia una radice .

In particolare dunque , ogni radice é combinazione lineare delle radici
fondamentali con coefficienti interi .

Dim. Perogni a =2 cye€ P (m €EII) definiamo 1'altezza ht(a) ponendo
ht(a) = Z¢j.
Notiamo che , per il Corollario 2 , ptoii), perogni a € ®+-1I, esiste x € I1

tale che a -m € ®+. Se ne deduce che , essendo ht(a -&) = ht(a) -1,1e
radici positive di altezza minimale sono le radici fondamentali (che hanno
altezza 1) , e che per ogni a € ®+ ht(a) & un intero . Possiamo allora
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procedere per induzione su ht(a) . L'asserto & ovvio se ht(a) = 1, i.e. se o €
IT.Seinvece a e ®+-I,e a-n € P+ (me II), cosiche o = n + (o -m)
e alla radice a - si pud applicare l'ipotesi induttiva , si ottiene o -® = m,
oo + Wy (eI, 1 <ist-1),e m+... +mg; €EP per ognis<t.

Posto m = m¢ , si ottiene 1'asserto per a .

Corollario 4 . Rispetto alla base IT , ogni elemento del gruppo di Weyl W
€ rappresentato da una matrice a elementi interi .

Dim. Basta osservare che , per ogni w € W e per ogni m; €I1 , w(x;) & una
combinazione lineare intera di IT .

Teorema 4 .

i) Ogni radice ¢ immagine di qualche radice fondamentale , per 1'azione
del gruppo di Weyl W .
ii) W é generato dalle 'riflessioni fondamentali' r, (a €I1).

Dim.

i) Poniamo W, = <rg | a €Il> . Mostriamo che ogni p € ® ha la forma w(o)
per qualche w € Wy , a €Il . Supponiamo che p € ®+ e procediamo per
induzione su ht(p) . L'asserto & banalmente vero se ht(p) =1.Se ht(p)> 1,
sappiamo (Corollario 2 , pto ii)) che esiste me II tale che sia (p,m)>0,e
quindi , essendo 1y (p) = p - 2((p , )/ (%, ®)) =, hi(ry (p)) < ht(p) . Allora
per induzione ry (p) = w'(ar) per qualche w' € W, , a €11 . Da ciod segue che P
=TIy (W(a)) = (ry W'){a) , conry W' € Wy, . Se poip € @, si ha p = -(-p) =
-w(a) = w(-a) = w(rg(a)) = (wrg)(a) ,con weW, ,acll.

ii) Proviamo che Wy = W, mostrando che rp € Wp per ogni p € ® . In forza

dii), p = w(a) per qualchew €W, , a €Il . Ma allora Ip = Tw(a) = WIgW!
€ Wy ,q.ed..

5. La funzione lunghezza nel gruppo di Weyl W.

Per il Teorema 4 del paragrafo precedente , il gruppo di Weyl W & generato
dalle riflessioni fondamentali. In altre parole, ogni w € W ¢& prodotto di
riflessioni fondamentali:

W=k (%)

overj = ry, oI
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Definizione 1. La lunghezza minima di un'espressione di w € W della
forma (*) si dira lunghezza di w, e si denotera con l(w).

Definizione 2. Per ogni w € W, poniamo :
Nw) = fa|aed, wla) e®} = O*Nwi(P),e n(w) = [Nw)[.

(Dunque n(w) é il numero delle radici positive che sono trasformate da w in
radici negative.)

Osservazione 1. Notiamo che, per ogni w € W, ¢ n(w) = n(wl). Si ha
infatti: |®* Nw (D7) | = |W(DH) ND~| = |- Nw(DH) | = | P N (W) (P
)| -

Proviamo innanzitutto che n(rg) = 1 se a €I1:

Lemma 1. Sia a€&lIl. Allora rq(a) =-a , e rq(B) € D* per ogni p € P*
-faf .

Dim. Sia Be®* -fa}. Allorap =2 c; 04, con ¢z 0, e ¢;> O per qualche j tale
che oy= a. Pertanto il coefficiente di oj in ra(B) = - <, a>a & positivo, e
quindi ro(p) € P*.

Lemma 2. Sia a€lIl,ewe W. Allora si ha :
(i) Se wl(a) e dt, n(rgw) = n(w) + 1
(ii) Se wil(a) € &, n(roaw) = n(w) -1
(iii) Se w(a) € d*, n(wry,) = n(w) + 1
(iv) Se w(a) e ¥, n(wry) = n(w) -1

Dim.

(i) Supponiamo wl(a) € . Sia f§ € N(w) , cioe f € O+ e w(f) € . Segue
w(B) =-a , altrimenti B = -wl(a) € &, per l'ipotesi. Per il Lemma 1 si
conclude che (row)(B) = ro(w(p)) € @-. Pertanto N(row) 2 N(w). E poiche
chiaramente wi(a) & N(w), e (rgw)(wl{a)) = -a € @, N(rgw) D N(w).
D'altra parte, sia f € N(row) - N(w). Allora rg(w(f)) € @, ma w(p) ed®*, da
cui necessariamente w(f) = a, ovvero B = wl(a). Si conclude n(row) =
n(w) + 1.

(i) Sewla)ed, wli(a) = wl(-a) = wl(rg(a)) € @+ . In altre parole,
(regw) H(a) e @+, e quindi in forza di (i) n(rerew) = n(w) = n(rgw) + 1,
ovvero n(rew) = n(w) - 1.

(iii) Si applichi (i) rimpiazzando w con w1, e si tenga quindi conto dell’
Osservazione 1.

(iv)  Si applichi (ii) rimpiazzando w con w1, e si tenga quindi conto dell’
Osservazione 1.

Possiamo ora provare il seguente :
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Teorema 1. Per ogni w € W, si ha I(w) = n(w) (cioé la lunghezza di w &
uguale al numero di radici positive che w trasforma in radici negative) .

Dim. Sia w = r;----rk, Overj = rgi, 4€Il, e l(w) = k. In forza del
Lemma 2, si ha certamente n(w) s n(r;w)+1 s n(rnw)+2 s----s Kk,
e pertanto n{w) = l(w).

Per assurdo, supponiamo n(w) < k. Allora, in forza del Lemma 2, punto (iii),

esiste un j < k tale che r; ----1j(04,1) € ®"; e quindi anche un i <j tale che sia
Tip -+ -rj(aje) € F, ma rirj,y - - - rj(aj) € ®°. Poiche l'unica radice
positiva alla quale rj cambi segno ¢ «; , ne segue che ri,; - - 1j(®j,1) = .
Se ne deduce che (rj,; - 1jrjy1(risg -+ 1)1 = rj, OVVero riyy -+ Tjy1 = Ij
--+-1j. Possiamo dunque riscrivere w = ry-+-:Tk = Iy Tl TGz
Ik = T+ + Tiq iy "+ TjTj2- -+ Tk , € l'ultima ¢ un'espressione di w come
prodotto di k-2 riflessioni fondamentali. Segue 1(w) < k, assurdo.

Si conclude 1(w) = n(w).

Corollario 1. L'unico elemento del gruppo di Weyl W che fissi un sistema
fondamentale é l'identita.

Dim. Sia IT un sistema fondamentale in ®, contenuto nel sistema positivo
o+, SeweW, e w(Il) = I, & anche w(®*) = &, e quindi n(w) = I(w) = O, cioe
w = 1.

Osserviamo esplicitamente che, in forza della definizione stessa di sistema
fondamentale, 1'immagine w(IT) di un sistema fondamentale IT mediante un
elemento w del gruppo di Weyl € ancora un sistema fondamentale. Dunque
W opera come un gruppo di permutazioni sulla collezione Q dei sistemi

fondamentali contenuti in ¥, e certamente opera su Q in modo fedele,
stante il Corollario 1. In effetti, e facile vedere che:

Teorema 2. Il gruppo di Weyl W opera come un gruppo regolare
sull'insieme dei sistemi fondamentali contenuti in @ ( i.e. per ogni coppia
di sistemi fondamentali I1;, I, vi é uno e un solo elemento di W che porta
II; in I, ).

Dim. Siano IlI;, II, due sistemi fondamentali. Proviamo innanzitutto che
esiste almeno un w € W tale che w(Il;) = II,. Procediamo per induzione su
n = [Pt N P, ove Pt e Oy sono i sistemi positivi che contengono Iy

e I, rispettivamente . Se n = 0, cioé ®;+ = ®,*, si ha Il; =I1, , e 'asserto &
ovvio. Sia dunque n> 0. Allora IT; N ®,” = @, altrimenti ogni radice in ®;*
apparterrebbe a ®,*.Se a eIl; N ;7 ro(P,*) differisce da ®;* solo per il
fatto che a & sostituita da -a : dunque |re(®;*) N ®,7| = n- 1. Poiche
ro(I1;) & il sistema fondamentale contenuto nel sistema positivo ry(®,%) ,
per induzione si ha w'ry(I1;) = II, per qualche w' € W . Si conclude che
w(Il;) = II,, con w = w'r, € W . L'unicita di w segue immediatamente dal
Corollario 1 : se wi(I1;) = wy(IT;) = II, , allora wylw(IT}) = II; , cioé wy 1w,
=1, ovverow; = wp.
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In particolare :

Corollario 2 . L'ordine del gruppo di Weyl W = W(®) é uguale al numero
dei sistemi fondamentali contenuti in @ (ovvero al numero dei sistemi

positivi @+) .

6. La geometria del gruppo di Weyl W : sistemi
fondamentali e camere di Weyl.

Siano come al solito assegnati E, ® , e per ogni a € ® sia H, 1'asse della
riflessione rq , i.e. I'iperpiano ortogonale al vettore a: Hy = {x€E | (x, a) =
0}.

L'insieme E - U He & un aperto non-vuoto (rispetto alla topologia usuale

acd
di E). Le sue componenti connesse sono le cosiddette camere di Weyl (di E,

relative al sistema P).
(E' chiaro che due vettori u,v € E stanno in una stessa camera di Weyl sse

stanno nello stesso semispazio aperto rispetto a ogni iperpiano H, (o € @),
cioé sse, per ogni a € ®, gli scalari (u, a) e (v, a) sono entrambi positivi o
entrambi negativi.)

Se C & una qualsiasi camera di Weyl, e si denota con 8C la sua frontiera,

diremo che l'iperpiano H,, & una parete di C se Hy, N 8C non € contenuto in
alcun sottospazio proprio di H, .

I sistemi fondamentali contenuti in ®, e 1'azione del gruppo W sui sistemi

fondamentali, hanno una naturale e suggestiva interpretazione geometrica
in termini di camere di Weyl.

Innanzitutto, ogni sistema fondamentale da origine a una camera di Weyl.
Precisamente :

Siall = {a;,..., an} un sistema fondamentale in ®, e si consideri l'insieme
C={x€E]|(x,00)>0,Vi=1,...,n} Chiaramente, C e una camera di Weyl
(dal momento che la condizione (x, o;) > O si estende a (x, a) > O per ogni a€
d*). Inoltre, le pareti di C sono precisamente gli iperpiani H, , o €11 .

( Per rendersene conto , si osservi che , per ogni aj€Il,siha S = Hy N 0C
= {x€E| (x,a) = 0,(x,q) = O,Vjae i}. Se S fosse contenuto in un
sottospazio proprio di Hg; , gli elementi di S dovrebbero soddisfare una
relazione lineare (x, u) = 0, con 0 = u = 2 ¢x 0y, indipendente daoj. Siak =i

tale che ¢y = 0, e si consideri il complemento ortogonale in E di IT - {oy}. Tale
complemento deve contenere certamente un elemento non-nullo di S ,
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contraddizione, poiché un tale elemento non soddisfa 1'equazione (x, u) = 0.
Dunque gli iperpiani H , con a €11, sono pareti di C. ’
Inversamente, se a €P*-I1, o= 2 ¢; oy con almeno due ¢; > 0. Se xeH, NC

, 2 ¢ (x,a;) =0, cid che implica (x, a; ) = O per tutti gli i tali che ¢;> 0.
Dunque H, N &C & contenuto in un sottospazio proprio di H, . )

Definizione 1. Diremoche C = {x€E|[ (x,aj)>0,Vi=1,...,n} éla
camera fondamentale (associata a II).

(Le radici fondamentali a; sono precisamente le radici ortogonali alle

pareti di C, e "orientate verso C" (nel senso che, per ogni i, a; giace nello
stesso semispazio, rispetto a Hy;, in cui giace C).)

Esempio

Nel caso in cui @ sia il sistema di radici di tipo A; , considerato in 3., con II =
fo, B}, la camera di Weyl fondamentale é la regione tratteggiata in figura :

-(o+B) -B

Vediamo ora come, inversamente, ogni camera di Weyl C' dia luogo a un
sistema fondamentale (la cui camera fondamentale ¢ C'). A tale scopo
proviamo che:

Proposizione 1. W opera come un gruppo transitivo sulle camere di
Weyl.

Dim. Poiché W € un gruppo di isometrie che preserva @, per ogni a € ® e
per ogni w e W w(H,) = Hwg , cioé w permuta gli iperpiani Hy (o € ®).



Segue immediatamente che, se C & una camera di Weyl, anche w(C) € una
camera di Weyl, e dunque W opera sull'insieme delle camere. Siano ora II =

foo;, ..., an}l un assegnato sistema fondamentale, C la sua camera
fondamentale, e C' una qualsiasi camera di Weyl. Sia v € C', e sia " 'orbita di
W su E contenente v. Poiche W ¢ finito, |I'| < %, e possiamo percio scegliere
in I' I'elemento v', massimo rispetto alla relazione d'ordine > definita
dall'ordinamento E* per il quale E* N ® = ®* D II. Si ha allora, per ogni a

€Il re(v') =Vv'-<Vv,a>a s v,dacui <v', a> = 0, ovvero v’ eC (la

chiusura di C). Sia ora v' = w(v). Allora v' € w(C"). D'altra parte, l'unica

camera che interseca C & ovviamente C. Segue w(C') = C, e l'azione di W
sulle camere é transitiva.

Segue dalla Proposizione precedente il

Corollario 1. Se C' é una camera di Weyl, le radici ortogonali alle pareti
di C', e orientate verso C', formano un sistema fondamentale, la cui camera
fondamentale é C'.

Dim. Con le notazioni della Proposizione 1., sia C la camera fondamentale
associata al sistema fondamentale I1. Per quanto visto, esiste w € W tale che
w(C') = C, ovvero C' = w{(C). Le radici ortogonali alle pareti di C' e orientate
verso C' sono evidentemente gli elementi di wi(Il), e questi formano (cfr. 5.
Teorema 2) un sistema fondamentale (la cui camera fondamentale & C').

La bijezione che si & cosi stabilita fra camere di Weyl e sistemi fondamentali
mette in luce che le azioni del gruppo di Weyl W sull'insieme delle camere e
sull'insieme dei sistemi fondamentali sono equivalenti. In particolare :

W opera come un gruppo regolare sull'insieme delle camere di Weyl. (In
particolare : I'ordine di W é uguale al numero delle camere di Weyl.)

.Osservazione : Con la Proposizione 1 abbiamo mostrato che, se C ¢ la
camera fondamentale associata al sistema fondamentale II, per ogni camera

di Weyl C' esiste w € W tale che w(C') = C, e quindi w(a) = C. Cid implica in
particolare che, per ogni v € E esiste un elemento dell'orbita di W su E

contenente v, che sta nella chiusura C della camera C. Di fatto:

Corollario 2.  Per ogni camera di Weyl C, Ia chiusura C éun dominio
fondamentale per I'azione del gruppo di Weyl sullo spazio E ( cioé : per

ogni W-orbitaI'suE, |[I'n C[=1).

Dim.  Si tratta di provare che, se v; = w;(v) e v, = w,(v) appartengono
entrambi a C, allora v; = v, ; ovvero, equivalentemente, che se w(vy) = v, ,

conw€eW,ev,, vy€ (C allora vy =v, . Procediamo per induzione su 1(w),
essendo l'asserto banalmente vero per 1(w) = 0. Se 1(w) > 0, possiamo

scrivere W =TIoW', e W' = 1w, con I(w') = I(w) - 1, e o appartenente al
sistema fondamentale IT associato a C. Ma allora (cfr. 5., Lemma 2 , ii)) deve
essere wl(a) € @~ Ne segue che 0 = (vy, a) = (W(vy), a) = (v; ,wl(a)) =
0 ( poiché wl(a) = 2 cjoj,ci s 0,0i€II; e (v;, aj) = O per ogni i ). Dunque
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(v2,a) = 0, equindi rg(vy) = vy . Pertanto vy = rg(vy) = re(w(vy)) =
w'(vy) , e per induzione su 1(w) si conclude che v; = v, . '

Osservazione :

Dal fatto che W opera regolarmente sulle camere di Weyl, si deduce altresi

che, se w € W fissa un qualsiasi vettore v € E - |J He, alloraw=1.
a&d

Infatti, v apparterra a una camera C, associata a un sistema fondamentale II.
Allora, perognia€Il, ¢ 0 < (v,a) = (w(v), w(a)) = (v,w(a)),dacuive
w(C) . Segue C =w(C),dondew=1.

( E ancora, di qui segue che le sole riflessioni appartenenti a W sono le
riflessioni r, (o € ®). Infatti una riflessione r di asse H, diverso da Hy per

ogni o € P, fissa tutti i vettoriin H- U Hea .)
(17=0

7. Sistemi di radici irriducibili

Definizione 1. Un sottoinsieme @ di vettori non-nulli di uno spazio
euclideo E si dice riducibile se ¢é unione (necessariamente disgiunta,
essendo ( , ) definita positiva) di due sottoinsiemi propri @®;e ©;

mutuamente ortogonali, i.e. tali che (a, p) = 0 per ogni a € ®;, B D,. D si
dice irriducibile in caso contrario.

Proposizione 1. Sia @ un sistema di radici in uno spazio euclideo E, e sia
IT un sistema fondamentale contenuto in @ . Allora ® ¢ irriducibile se e
soloselo eIl .

Dim. Supponiamo che ® sia riducibile e che ® = ®; U D,, (P, P, ) =0, sia
una partizione ortogonale non-banale di ®. Se IT non € contenuto né in P,
né in ®,, otteniamo un'analoga partizione di Il. D'altra parte, se ad es. IT &
contenuto in ®, , si ha (I,d,) = 0, e quindi (E,P,) = 0, cid che € impossibile
poiché ( , ) € non-degenere.

Supponiamo ora che ® sia irriducibile, e che IT = IT, UIL, (I1; ,I1, ) = 0, sia
una partizione ortogonale di IT. Poiche ( cfr. 4., Teorema 4) ogni radice &
immagine di una radice fondamentale mediante 'azione di W, siha ® = @,
U ®,, ove ®d;denota 1l'insieme di tutte le radici in ® che sono immagini di
radici inTl; (i = 1,2). Siay =w(a) €®;, cona€llj ew== 1,1k, overj =
Iaj, y€II. Poiché ryy 1y = 11y se (o, o) = 0, si riconosce facilmente che
y si ottiene da a aggiungendo o sottraendo radici appartenenti a II; . Ne
segue che ®; & contenuto nel sottospazio generato da II;, cid che implica
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(®,,P;) = 0. Dal momento che ® ¢ irriducibile, deve essere ®; = @ , e
quindiIl; = &, oppure ®, = @,equindiIl, = @&.

Proposizione 2. Se @ ¢é un sistema di radici irriducibile, il gruppo di

Weyl W e un sottogruppo irriducibile di GL(E) (i.e. E non ammette alcun
sottospazio W-invariante non-banale). In particolare: la W-orbita di una
qualsiasi radice genera lo spazio E.

Dim.  Supponiamo che W sia riducibile, e sia U un sottospazio W-invariante
non-banale di E. Essendo ( , ) definita positiva, ¢ UN UL =0, e quindi (cfr.

III. 3. Prop. 1) E = U UL,

Sia ora o € ®. Poiché, perogniu € U, (r, - 1)u = - <u, a>a € U, segue che
oa& U, oppure (u, a) =0, ovvero a € UL, Si ottiene dunque una partizione
di ® in due sottoinsiemi mutuamente ortogonali, uno dei quali per l'ipotesi
deve essere necessariamente vuoto. Poiché ® genera E, cid implica che o U

= E, oppure UL = E, ovvero U = O, contraddizione .
Dunque W e irriducibile, e in particolare, poiché il sottospazio S generato
dalla W-orbita di una radice a & ovviamente invariante, S = E.

Proposizione 3. Sia @ un sistema di radici irriducibile. Le lunghezze

delle radici sono allora al pit due, e le radici aventi la stessa lunghezza
formano un’orbita per 1'azione di W.

Dim. Siano a e f radici arbitrarie del sistema ®. Poiché la W-orbita che
contiene o genera E , in forza della Proposizione 2 , esiste w € W tale che
(w(a), B) = O. Pertanto, per ogni possibile lunghezza , possiamo supporre
che vi sia in ® una radice a di quella lunghezza, con o non ortogonale a B.
Ma, se (a, B) = O, il rapporto fra i quadrati delle lunghezze di a e § puod

assumere solo i valori 1, 2, 1/2, 3, 1/3 (cfr. 3.). Se vi fossero in ® radici di tre

diverse lunghezze, anche il rapporto 3/2 dovrebbe essere ammesso,
contraddizione .

Siano ora a e f radici della stessa lunghezza. Possiamo come sopra supporre
(eventualmente rimpiazzando a con una opportuna w(a)) che a e § non
siano ortogonali. Possiamo inoltre supporre a = =, poiché in tal caso B sta
nell'orbita di a (essendo - a = ry(a)) . Segue allora , dalla Tabella in 3., che
<B,a>=<a,B>==+1. Rimpiazzando 8, se ¢ il caso, con - § = rg(f), possiamo
supporre < B, a> = 1. Si ha allora : Talplolf) = rarp(B-o) = ro(-f-a +f) =
a, e dunque B sta nella W-orbita che contiene a . E' chiaro infine che ogni
elemento di tale orbita € una radice della stessa lunghezza di a .

Definizione 2. Se @ ¢é un sistema di radici irriducibile nel quale vi sono

radici di lunghezza diversa, chiameremo radici lunghe (long roots) le
radici aventi lunghezza maggiore , radici corte (short roots) le altre .

(Nel caso in cui le radici di ¢ abbiano tutte la stessa lunghezza , si conviene
di chiamarle tutte "lunghe".)



